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GRUPO 4Mb (16-17) CALCULO ETSI Informdtica (UPM)
8 de Junio - 2017 Tiempo: 2 horas
Nombre y Apellidos:

Ne@ de Matricula:

Pr1 Pr2 Pr3 Pr4 Nota

EXAMEN TEMA 2:Funciones de varias variables

2x3—y3+yx?

(x,y) # (0,0)

(2,5 ptos.)Dada la funcién f(x, _’y) = x2+y? , se pide
0 (x,y) = (0,0)

(0,8 ptos.)Estudiar la continuidad de la misma.

g_i' g—; incluyendo el célculo de las mismas en (0,0). Y (1,0).

(0,4 ptos.)Calcular el plano tangente a la misma en (1,0).

(0,8 ptos.)Calcular sus derivadas parciales

(0,5 ptos.) Calcular su derivada direccional en el punto (1,0) segun la direcciéon del vector (1,1)

jOJO! CUALQUIER APARATO ELECTRONICO QUE SE PRETENDA USAR ESTA PROHIBIDO Y SERA
REQUISADO Y CONSIDERADO COMO UNA DONACION AL MUSEO DE LA INFORMATICA.



GRUPO 4Mb (16-17) CALCULO ETSI Informdtica (UPM)
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N2 de Matricula:

Pr1 Pr2 Pr3 Pr4 Nota

2x-1)x+y(y+1)
2. (2,5ptos.) Dada la funcion f(x, y) = y—x , cuando (x,y) — (0,0), se pide

(0,5 ptos. )calcular sus limites reiterados

(0,5 ptos.) calcular sus limites seguin rectas X = my

(1 ptos.) calcular sus limites segun las curvas X = ayz ,X=y+ y2

(0,5 ptos.) De acuerdo con los célculos anteriores deducir si dicha funcidn tiene o no limite en el origen

i0JO! CUALQUIER APARATO ELECTRONICO QUE SE PRETENDA USAR ESTA PROHIBIDO Y SERA
REQUISADO Y CONSIDERADO COMO UNA DONACION AL MUSEO DE LA INFORMATICA.
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3. (2,5ptos.) a) (1,5 ptos.) Calcular los extremos relativos de la funcién

fry) =—x*—y* +x°y* + 4

b) (1 ptos.) Calcular los extremos de la misma bajo la restriccién x2 + y2 = 1.

i0JO! CUALQUIER APARATO ELECTRONICO QUE SE PRETENDA USAR ESTA PROHIBIDO Y SERA
REQUISADO Y CONSIDERADO COMO UNA DONACION AL MUSEO DE LA INFORMATICA.



GRUPO 4Mb (16-17) CALCULO ETSI Informdtica (UPM)
8 de Junio - 2017 Tiempo: 2 horas
Nombre y Apellidos:
N2 de Matricula:
Pr1 Pr2 Pr3 Pr4 Nota

4. (2,5ptos.) Calcular la integral

@) (1 ptos.) Siendo R=[0,1] % [0,1]

ﬁR Jxy dx dy

b) (1,5 ptos.) Siendo R el recinto del primer cuadrante limitado por las curvas de

ecuaciéon y = x3 ey = x?

i0JO! CUALQUIER APARATO ELECTRONICO QUE SE PRETENDA USAR ESTA PROHIBIDO Y SERA
REQUISADO Y CONSIDERADO COMO UNA DONACION AL MUSEO DE LA INFORMATICA.



, Grupo IM-B
8-junio-2017 Calculo 5-3-2
2h.

1.- Sea la funcién f : R? — R dada por

B 3

o S S ) £ (00)
x,y) =

0 si (x,y) =(0,0).

Se pide:
i) Estudiar la continuidad de la funcién en R?

ii) Calcular las derivadas parciales f; y f; en los puntos (0,0) y (1,0), si es que
existen.

iii) Justificar la existencia o no del plano tangente en cada uno de los dos puntos
mencionados. Calculdndolo donde exista. Justificar la respuesta.

iv) Determinar la derivada de f(x,y) segun el vector v = [0, 1] en el punto (1,0),
(coincide con el valor de la derivada direccional en la direccién de dicho vec-
tor?

v) Obtener el valor y la direccidon en que es maxima la derivada direccional de
f(x,y) enel punto (1,0)

Solucion

i) Se trata de una funcién que es un cociente de polinomios. Luego es continua
salvo en los puntos donde se anula el denominador, es decir cuando X2+ y2 =
0, o lo que es lo mismo, si (x,y) = (0,0). Verifiquemos que

lim  f(x,y) = £(0,0) = 0.
(w)a(o,mﬂ y) = £(0,0)

Pasemos a polares, x = pcos(0), e y = psen(0), quedard

23 4 yx? — 33 . 2p3cos?(8) +psen(8)p?cos?(8) — pisen’(0)
im —s———— = lim
(xy)=(00)  x2+y? p—0 p2(cos?(0) +sen?(60))

. p?[cos*(0 )+sen( )co 2(0) —sen’(6)]

= lim
p—0 p

= lim p[acotado] = 0.
p—0

Por tanto la funcién f(x,y) es continua en todo R>.



ii) Calculemos las derivadas parciales aplicando la definicion,

f;(a,b) = lfm f(x’b) _f(ajb)7 fy/(a,b) — lim f(avy) _f(avb)

x—a xX—a y—b y—>b

nétese que se cumple que

£(0,0)=0, £(1,0)=2.

Apliquemos la definicién a los puntos (0,0) y (1,0), resultard

2x32+070_0
/00 — 1/ x*+0 :2
fX( ’ ) xl—r>r(l) x—0 ’
0+0—y3_0
(0,00 = lim 20— —
£,(0,0) m =" ;
20400 _ 5 3 2
2x° —2x
(1,0) = im0 " —|m= = =2
£:(1,0) o x—1 ) x2(x—1) ’
24+y—y?
T 24y—y =2y -2 1—y?—-2
£1,0) = tim 20 T YN TSy, DTV A
Y y—=0 y—0 y—0 y(1+y?) y=0 14y

Las dos udltimas derivadas podrian haberse calculado mediante  1im ) fllx,y)
1,0

()= (1,
y también ( )lfng] 0 fy' (x,y). Habriamos obtenido los mismos resultados, es
x?y *> b
decir lim  fl(x,y) =2, lim  fl(x,y) =1, ya que f’(x, "(x,
o) Liley) =2,y L fy(xy) =1, yaque fi(x,y) y fy(x,y)

son funciones continuas en un entorno del punto (1,0).

iii) Analicemos si existe o no plano tangente en ambos puntos. En el caso del
punto (0,0) no nos queda mds remedio que verificar si el limite

ﬂmw—fwﬁ%{ﬁwﬁxﬁd{ﬁig]
lim =0
(x)(0.0) V(x—=0)2+(y—0)?

)

o no. En este caso

253 2 .3
~X+yxy_0_p,4]{x}

1fm x2+y? — i 23 +yx? — 33+ (o + %) (—2x+ )
(x.9)(0.,0) V242 (x3)—(0,0) (62 +y2)3/2
253 + xy2 — y3 —23 + yx2 — 2xy2 + y3 , yx2 — xy2
= lim = lim 77,
(x)—(0,0) (x24+)2)3/2 (62)=(0,0) (22 +y2)3/2

pasando a polares x = pcos(6), e y = psen(0), y queda

. p(sen(0)cos?(0) —cos(0)sen*(6))
gli% pE =h(6) #0.




Por tanto no es diferenciable en (0,0), lo que equivale a la no existencia del
plano tangente en (0,0).

En el caso del punto (1,0), hemos sefialado que las funciones f{(x,y) y f;(x,y),
son funciones continuas en un entorno del punto (1,0), que obviamente no es
un punto donde se anule el denominador de f(x,y), ni tampoco los denomi-
nadores de sus derivadas parciales. Por tanto f(x,y) es diferenciable en (1,0).
El plano tangente en dicho punto serd

2= fla,b) = (x—a)fi(a,b) + (y—b)fi(a,b),

es decir
z—2=x—-1)24+(—-0)-1 = z=2x+y.

iv) La derivada segin un vector en un punto donde la funcién es diferenciable, lo
que obviamente ocurre en el (1,0), viene dada por

f5(1,0) = (gradf(1,0),7).

Por tanto si v = [1,0], serd

£(1,0) = ([2,1],[1,0]) = 2.
Es claro que el vector v = [1,0] es unitario, por tanto la derivada segtin dicho
vector coincide con la derivada direccional.
v) Sabemos que la derivada direccional es maxima en la direccion del vector
gradiente. Luego serd en la direccién
[2,1] [2,1] 2 1

IR T VR VBB

Por otro lado la derivada direccional en la direcciéon de w —la direccion del
gradiente— valdra

].

£u(1,0)=([2,1],] =

2 b
V55
Nétese que como cabia esperar v/5 > 2.

2.- Dada la funcién f(x,y) = x>y> — x> —y?> +4. Se pide:

i) Analizar su puntos estacionarios.

ii) Determinar los maximos y minimos absolutos en la region
Q={(x,y) e R? | x> +y* < 1}.
iii) Calcular los mdximos y minimos absolutos en la regién

I'=0,2] x[0,2].



Solucion

i) Las derivadas parciales serdn

of _

d
2xy2 —2x, —f = 2x2y —2y.
dx

dy
Igualando a cero las derivadas parciales, resulta
2x(y?—1)=0, 2y(x*—1)=0,

la primera ecuacién nos dd x =0, y=+1; y lasegunda y=0e x = +£1, las
parejas que anulan simultaneamente ambas ecuaciones son

(0,0), (1,1), (1,—1), (—=1,1), (—1,—1).

Veamos el Hessiano para ver a qué corresponden. Tenemos que

Pf
T2

’f
dy?

=4yx, =2x* -2,

dxdy

luego

2 _
H(fv (x,y)) = < 2y4xy2 2x42.xZ2 >

Particularizando en los puntos resultara:
_02 _02 > ,luego A; = —2 'y Ay = 4, luego defi-
nida negativa, luego méaximo relativo en (0,0).

(1,1): queda H(f,(1,1)) = ( 2 ?) ), luego Aj =0y Ay = —16 < 0, luego

(0,0): queda H(f,(0,0)) = <

punto sillaen (1,1).

(1,-1): queda H(f,(1,-1)) = ( _04 _04 ) luego Ay =0y Ay = —16 < 0,
luego punto sillaen (1,—1).

(-1,1): queda H(f,(—1,1)) = ( _04 _04 ) luego A; =0y Ay = —16 < 0,
luego punto sillaen (—1,1).

(-1,-1): queda H(f,(—1,-1))= ( 2 ?) ),luegoAl =0y A, =—16<0,luego
punto sillaen (—1,—1).

ii) Estudiemos lo que ocurre en la regién Q = {(x,y) € R? | x> +y? < 1}. Ob-
servamos que se trata de un circulo de radio 1. Sabemos que la regién es un
conjunto compacto y en €, ademads, la funcién es obviamente continua ya que
es un polinomio en x-y, existirdn —por el teorema de Weierstrass— puntos en
donde la funcién alcance su maximo y minimo absoluto.

Obviamente el tinico candidato en el interior es el punto (0,0). Estudiemos lo
que ocurre en la frontera. La ecuacién de la frontera es x> +y*> = 1. Podemos



de donde /' (x) = 6x, tenemos en x = 0 un minimo, ya que A’ =6 > 0. La
frontera de esta recta son los puntos (0,2) y (2,2). Tenemos los valores
£(0,2) = 0. No es ninguna sorpresa por la simetria existente. En el otro
punto frontera, el (2,2), tenemos f(2,2) =4-4—4—44+4=12.

Noétese que la simetria permite hacer x <= y, y afirmar que para las dos
rectas restantes arriba sefialadas y obtendriamos andlogos resultados, solo
que permutando ahora la x por la y.

Resumiendo, el candidato a méximo absoluto se produce en (2,2) y vale
f(2,2) = 12, mientras que el minimo absoluto se producira en (2,0) y
(0,2) y valdra £(0,2) = f(2,0) = 0.

3.- Calcular // /Xy dxdy.
Q

i) Siendo Q =10,1] x [0, 1].
ii) Determinar dicha integral cuando € es la regién acotada del plano limi-

tada por las parabolas y = x3, e y = x?.

Solucién
i) Tendremos que como /Xy = \/x,/y

//Q\/@dxdy = /Olﬁdx/olﬁdy:/ol [f//;];ﬁdxziézg

ii) En el segundo caso, calculemos la region Q. Los puntos de corte de las

dos pardbolas vienen dados por x> = x%, nos da las soluciones x =0 y
x =1, luego

Q={(x,y) €R* |x€ [0,1] Ay € [x*,x*]}.

Por tanto la integral pedida es, ya que si x € [0,1] , x* < x?

//Q\/)Tydxdy = /Olﬁdx/x:z\fydy

3Jo
1
_ 2 l[xm xs]dx:% W20
3o 319/2° 6



1.

a)
b)

c)
d)

(2,5 ptos.) Dada la funcion f(x,y) =

_ @x-1D)x+y(y+1)
y—x

, cuando (x,y) — (0,0), se pide

(0,5 ptos. )calcular sus limites reiterados

0,5 ptos.) calcular sus limites seginrectas X = m lim
(05 ptos.) & Y (x,y)->(0,0)

(1 ptos.) calcular sus limites segln las curvas X = ay2 ,Xx=y+ y2
(0,5 ptos.) De acuerdo con los calculos anteriores deducir si dicha funcién tiene o no

limite en el origen

a)
b)

c)

d)

lim,,...o (limy...o f(x,¥)) = lim,.,o(y + 1) =1 limx___,o(limy___,o fx, y)) =lim,.,,—(2x—-1) =1
@x-Dx+y(y+1) _ . emy-nmy+y(y+1)_

= lim,,.,g 1
(x,y)->(0,0) y—x y-my
x=my
@x-Dxtyy+1) _ . (2ay2-1)ay?+y(+1)
= lim > =1,
(x,¥)->(0,0) y-x y-0 y-ay
x=ay?
Gr-Drey o) _ (2(r+y?)-1)(y+y?)+y+1) 0
(x,y)-(0,0) y=x y->0 y-(v+y?)
x:(y+y2)

Concluimos que no existe el limite ya que al acercanos al punto pordistintas curvas obtenemos
distintos valores



